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摘　　　要 : 在状态空间内建立了失谐叶盘结构的传递函数模型 ,以失谐传递函数矩阵的结构奇异值为指

标 ,研究了各种失谐参数对叶盘结构鲁棒性能的影响.在此基础上对一个扇区两自由度的简化叶盘结构模型

进行分析 ,考虑了激励阶次、阻尼、失谐程度和人为失谐等因素对系统鲁棒性能的影响.计算结果表明 :增加

系统阻尼 ,将失谐范围控制在阈值以外 ,以及在系统中引入适当形式的人为失谐等三种措施都能有效地提高

叶盘结构的鲁棒性能.
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Abstract : The t ransfer mat rix model of t he mist uned bladed disk was constit uted in t he

state space. The effect s of mist uning parameters on robust performance of mist uned bladed

were evaluated using t he st ruct ured singular value ( SSV) of t he mistuned t ransfer mat rix.

The robust performance of a simplified bladed disk model wit h two2degree2of2f reedom per

sector was analyzed. The influences of excitation order , damping , mist uning st rengt h and

intentional mist uning on t he robust performance of the system were also considered. The nu2
merical result s indicate that , t he robust performance of t he mist uned bladed disk could be ef2
fectively enhanced by increasing t he system damping , keeping t he mist uning st rength beyond

t he t hreshold value , and by introducing some appropriate intentional mistuning to the system.
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　　由于加工误差和使用中的不均匀磨损等因

素 ,叶盘结构中的叶片总是不可避免地存在着微

小的差别 ,这些差别称为失谐.理论和试验研究表

明 ,失谐会对叶盘结构的动态特性产生明显的影

响 ,主要表现为模态局部化和振动传递局部化两

个方面.某些失谐会使叶片应力大幅上升 ,造成叶

片的提前失效.因此 ,有效地预测和抑制随机失谐

的不利影响对于发动机的结构完整性和工作可靠

性是至关重要的 ,国内外的学者对此也进行了深

入的研究[124 ] ,采用的方法主要有统计分析和确定

性分析两种.

统计方法是计算随机失谐叶盘结构动态特性

最为直接的方法 ,它通过大量的抽样计算得到固

有频率、模态局部化系数以及幅值放大比等重要

参数的均值、最值和标准差等统计特征参数 ,在某

些情况下还可以通过参数检验得到这些动态特性
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参数的概率密度函数.这种方法有两点不足 :首

先 ,由于结构失谐后失去了周期对称性 ,在计算中

不得不采用整体模型 ,这大大提高了计算负荷 ,尤

其是对于大型有限元模型 ,这种大量抽样计算的

成本是很高的 ;第二 ,由于抽样过程的随机性和有

限性 ,并不能保证得到使系统性能达到最值的失

谐情况 ,如使系统响应最大的最坏失谐情况等.为

了解决上面两个问题 ,国内外的学者开发了各种

减缩模型[5212 ]和确定性的优化算法[ 13221 ] .

上面两种方法都是以直接得到系统的响应参

数 (自由响应和受迫响应)为目的的 ,并不能反映

出失谐参数对系统性能整体上的影响.而系统的

鲁棒性指标从本质上反映了不确定参数对系统性

能的影响 ,从这个角度出发 ,失谐参数可以通过系

统不确定性来表达 ,各种动态特性参数对失谐参

数的敏感程度也可以通过系统的鲁棒性参数

( H2 范数 , H∞范数 ,结构奇异值等)来衡量.这

种方法的优势在于它更为全面地定量描述参数不

确定性对系统鲁棒性的影响 ,并可以通过控制率

的设计来提高系统的鲁棒性 ,使其在存在各种不

确定性情况下仍旧保持良好的工作性能.

Rotea和 D’Amato [ 22 ]基于鲁棒控制的思想 ,

在考虑有界随机失谐的情况下计算了使叶片轮盘

响应最大的失谐模式.这里 ,我们采用结构奇异值

来评价各种失谐参数对叶盘结构系统鲁棒性的影

响.本文首先在状态空间中给出了叶盘结构的鲁

棒分析模型 ,在此基础上对一个简化的叶盘结构

模型进行了鲁棒性能分析 ,考虑了不同激励阶次

和不同程度的叶片刚度失谐和阻尼失谐对系统鲁

棒性能的影响.

同时 ,有研究表明[23226 ] ,适当形式的人为失

谐能有效降低随机失谐的不利影响 ,提高系统的

鲁棒性 ,本文也考虑了谐波形式的人为失谐对系

统鲁棒性能的影响.

1　失谐叶盘结构的分析模型

1 . 1　失谐系统的传递函数

　　失谐结构的矩阵可以写成谐调矩阵和摄动矩

阵的叠加的形式

M = M0 + ∑
n

i = 1
Miδi

C = C0 + ∑
n

i = 1
Ciδi

K = K0 + ∑
n

i = 1
Kiδi (1)

其中 M , K和 C分别表示失谐系统的质量、刚度和

阻尼矩阵 ,下标为“0”的代表相应的谐调矩阵 ,标

量参数组成的向量δ反映谐调系统的参数不确定

性 ,可以用δi ∈[ - 1 ,1 ]来规定它们.

系统的运动方程在状态空间中可以表示为

C M

M 0

Ûx
ẍ

+
K 　0

0 - M

x

Ûx
=

G

0

u

0

y = [ H　0 ]
x

Ûx
(2)

其中向量 u表示激励 ,向量 y表示输出 ,矩阵 G和

H分别表示输入和输出矩阵.叶盘结构中 ,叶片主

要受尾迹激励 ,其特点为各叶片的激励幅值相等 ,

在给定阶次下 ,相邻叶片间的激励存在恒定相位

差 ,即第 i个叶片的激励为

ui = Fe - 1 iEθ (3)

其中 F为激励幅值 , E为激励阶次.

θ=
2πE

N
(4)

是行波激励的叶片间相位角 , N 为叶片数.

取状态向量为 z = { xT 　ÛxT } T , 则式 (2)的方

程可以改写为

Ûz = Az + Gu

y = Hz + D u
(5)

其中

A =
0 I

- M - 1 K - M - 1 C
, 　G =

0

M - 1 G

H = [ H　0 ] ,　D = 0

　　为了保证方程中各项维数的一致 ,输入矩阵

G和输出矩阵 H都做了适当的增广.

对于刚度失谐的情况 ,根据式 (1) ,矩阵 A可

以写为

A = A0 + ∑
k

i = 1

δiA i (6)

其中

Ai =
0 0

- M - 1 Ki 0

A0 为谐调系统的系统矩阵.δiA i 的满秩分解为

δiA i = L iδi I R i (7)

令

Δ = diag{δ1 I , ⋯,δk I}

L = [ L1 　⋯　L k ]

R = [ RT
1 　⋯　RT

k ]T

(8)

最终 ,失谐系统的传递函数矩阵可以通过线性分

式变换来表示
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Gδ(Δ) = Fu Fl

A0 G L

H D 0

R 0 0

,Δ ,
1
s

I (9)

1 . 2　结构奇异值和系统鲁棒性能

　　矩阵 M′(这里是指一般矩阵 ,而不是前面的

质量矩阵 ) 的结构奇异值 ( st ruct ured singular

value ,SSV)定义为[27 ]

μΔ ( M′) =
1

min{ �σ(Δ) :det ( I - M′Δ) = 0}

(10)

其物理意义为使反馈系统失稳的最小矩阵 ,即系

统能够允许多大的失谐 ;结构奇异值越大 ,说明系

统能够允许的失谐范围越小 ,系统的鲁棒性能越

差.结构奇异值是衡量系统鲁棒性的重要指标 ,

但由于其精确值的计算是一个“N P hard ( non2
deterministic polynomial2time hard)”问题 ,因此

经常用其上界和下界来代替 ,结构奇异值的真实

值必然落在上下界之间.

为了得到结构奇异值 ,首先需要建立求解的

M′2Δ模型 ,矩阵 M′不仅描述了标称系统的闭环

特性 ,还描述了不确定性是作为反馈引入系统的

途径.对于失谐叶盘结构 ,式 (9)描述的失谐叶盘

结构传递函数恰好满足这样的要求.因此 ,我们通

过求解 Gδ的结构奇异值的界来描述系统的鲁棒

性能.

2　简化的叶盘结构

　　简化叶盘结构的模型如图 1 所示 ,图中每个

扇区有两个自由度 ,分别代表叶片和轮盘 ,模型中

各无量纲参数如表 1 所示.该模型的频率节径图

如图 2所示.从图中可以看出 ,在单独叶片固有频

率附近模态非常密集 ,同时 ,在 9节径处发生了频

率转向 ,计算表明 [ 26 ,28 ] ,该频率附近对失谐极为

图 1　典型叶盘结构集中参数力学模型

Fig. 1　L umped2parametric model of a bladed disk

敏感 ,容易发生振动局部化现象.因此 ,选取以单

独叶片固有频率为中心频率的一个频段进行计算

和分析.

表 1　叶盘结构参数

Table 1　Parameters of the example bladed disk

叶片数
叶片

质量

轮盘

质量

叶片

刚度

轮盘

刚度

耦合

刚度

叶片

阻尼

56 1 426 1 1. 1 493 0. 005

图 2　频率节径图

Fig. 2　Nodal diameter map

3　随机失谐叶盘结构的鲁棒
　　　　　性能分析

　　文献[ 25 ]中利用结构奇异值的上界考虑了刚

度随机失谐叶盘结构的鲁棒稳定性及鲁棒性能.

这里 ,同时考虑了结构奇异值的上界和下界 ,着重

考虑随机失谐叶盘结构中激励阶次 ,阻尼和失谐

程度等多个参数对系统鲁棒性能的影响.选取某

频段内各频率点上的结构奇异值 (由于计算的复

杂性 ,选取其上、下界 ,并非真实值)的最大值作为

衡量系统鲁棒性能的指标.

3 . 1　激励阶次的影响

　　许多研究表明 ,叶盘结构在频率转向处的各

阶对失谐的更为敏感.这里考察叶片刚度 k1 的失

谐范围为 [ - 0. 03 , 0. 03 ] ,称随机失谐幅值为

0103 ,即叶片刚度在±3 %的范围内变化 ;激励阶

次为 7～11时的结构奇异值的界 ,选取的频率范

围为[ 0. 85 ,1. 15 ] ,计算结果如图 3 所示.从图中

可以看出 ,频率转向处的 E = 9对应的结构奇异

值的要大于频率转向区外的 ,说明此时系统的鲁

棒性最差 ,这与以前研究得到的结论是一致的.如

果不特别说明 ,下面几节的计算都是在 E = 9的
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情况下得到的.

图 3　激励阶次的影响

Fig. 3　Influences of excitation order

3 . 2　阻尼的影响

　　在同样的叶片刚度失谐情况下 ,考虑不同的

叶片阻尼对系统鲁棒性能的影响.取叶片阻尼ζ

分别等于 0. 002 5 ,0. 005 ,和 0. 01 ,得到的结构奇

异值如图 4所示.从图中可以看出 ,结构奇异值的

图 4　阻尼对结构奇异值的影响

Fig. 4　Influences of damping

最大值出现在模态密集的频率处 ,并且随着阻尼

的增加结构奇异值迅速下降 ,说明增加阻尼是提

高系统鲁棒性能的非常有效途径.

3 . 3　不同程度刚度失谐的情况

　　考虑不同程度的刚度随机失谐 ,频率范围仍

为[0. 85 ,1. 15 ] ,当失谐幅值从 0. 01变化至 0. 09

时 ,结构奇异值的最大值经历了先增大后减小继

而又增大的变化过程 ,如图 5所示.在所研究的频

段内 ,当随机失谐幅值为 0. 03时 ,达到一个局部

最大值 ,这说明此时系统的鲁棒性能最差 ,对失谐

最为敏感 ,称这个失谐幅值为“阈值”.当失谐范围

进一步增大时 ,结构奇异值有所下降 ,说明此时系

统的鲁棒性能反而有所提高 ,当失谐幅值在

0. 06～0. 07左右时 ,结构奇异值有一个局部最小

值 ,因此可以将失谐水平控制在阈值之外可以提

高系统的鲁棒性能.但当失谐幅值继续增加时 ,系

统的鲁棒性又变差.

图 5　不同程度刚度失谐情况下的结构奇异值的界

Fig. 5　Bounds of SSV with different stiffness

mistuning st rengths

3 . 4　不同程度阻尼失谐的情况

　　在叶盘结构中 ,阻尼的失谐也是不可避免的 ,

而且往往在一个更大的范围内变化.取各叶片的

标称阻尼ζ= 0. 005 ,这里考虑阻尼失谐幅值为

0. 1～0. 9 ,即叶片阻尼分别在±10 %～ ±90 %的

范围内变化 ,对应的结构奇异值最大值如图 6 所

示.与刚度失谐相比 ,阻尼失谐时对应的结构奇异

值要小得多 ,说明阻尼失谐对系统鲁棒性能的影

响要小于刚度失谐.同时 ,随着失谐幅值的增加 ,

结构奇异值也增加 ,但变化并不明显 ,当阻尼失谐

幅值从 0. 1变化至 0. 9 时 ,结构奇异值的上界从

190. 2变化到 218. 2.
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图 6　不同程度阻尼失谐情况下的结构奇异值的界

Fig. 6　Bounds of SSV with different damping

mistuning st rengths

4　人为失谐对系统鲁棒性能的影响

　　这里给叶片刚度引入符合谐波形式的人为失

谐 ,即

Δkbi = A k cos 2π h( i - 1)
N

(11)

其中Δkbi为第 i个叶片刚度的变化 , A k和 h分别

为人为失谐的幅值和谐波次数.在实际应用中 ,人

为失谐通常是通过改变叶片的厚度来实现的.

由 3. 3节可知 ,当随机失谐幅值为 0. 03时系

统的鲁棒性最差 ,这里针对这种随机失谐引入谐

波次数为 h = 14 ,28的叶片刚度人为失谐 ,计算得

到的结构奇异值的界如图 7所示.计算结果表明 ,

当人为失谐幅值为 0. 02～0. 03时 ,系统鲁棒性能

明显提升 ,而后随着人为失谐幅值的增加又有不

同程度的恶化.另外 ,不同形式的人为失谐的效果

也有明显不同 ,因此在实际应用中应适当选择人

图 7　叶片刚度人为失谐情况下的结构奇异值的界

Fig. 7　Bounds of SSV with different blade

intentional mistuning

为失谐的形式和幅值.应当指出的是 ,在工程应用

中总是要选择最容易实现的人为失谐 ,即所需叶

片种类最少的失谐形式.本算例中 ,在增强系统鲁

棒性效果相当的情况下 ,选择 h = 28的人为失谐

(实现该失谐方式只需要两种叶片) .

5　结　论

　　本文首先简要给出了系统鲁棒性能分析的建

模过程 ,在此基础上 ,以结构奇异值为指标 ,研究

了失谐参数对叶盘结构鲁棒性能的影响.在分析

中 ,考虑了激励阶次 ,阻尼 ,失谐程度以及人为失

谐的影响 ,基于文中的算例 ,可以得到以下结论 :

1) 与其他阶次相比 ,频率转向处各阶对失谐

参数更为敏感 ,鲁棒性能最差 ;

2) 阻尼对系统鲁棒性能有重要的作用 ,增加

系统阻尼能大幅提高系统的鲁棒性能 ;

3) 系统结构奇异值的最大值随刚度失谐幅

值的增加先增大后减小 ,将刚度失谐水平控制在

阈值之外可以提高系统的鲁棒性能 ;

4) 阻尼失谐的对系统鲁棒性能的影响要远

小于刚度失谐 ,而且结构奇异值的最大值随阻尼

失谐幅值的变化也不明显 ;

5) 这里得到的关于系统鲁棒性能的规律在

很大程度上与统计计算得到的结果类似 ,说明结

构奇异值也能很好地反映出失谐参数对系统响应

特性的影响 ;

6) 适当形式的人为失谐能有效地提高系统

的鲁棒性能.

今后的研究可以在系统鲁棒性能分析的基础

上 ,进行控制器的优化设计 ,以提高系统的鲁棒

性 ,减小随机失谐对系统的不利影响.同时 ,由于

结构奇异值计算的复杂性 ,应致力于结构奇异值

算法的研究.
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